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Vypoctova sila neurénovych sieti

@ Aj ked' s neurénové siete vypo&tovymi modelmi motivovanymi
predstavami o fungovani mozgu, ich vypoctovi silu a efektivnost
mozno Studovat a porovnavat s inymi modelmi v ramci informatiky.

@ Znamena to porovnat vypoctovi silu neurénovych sieti s tradicnymi

vypoctovymi modelmi, ako st konecno — stavové automaty a
Turingove stroje.
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Motivacia

Neurénové siete (NS) — neurénové akceptory jazykov (nad bin. abecedou).
Sh analyzované dva typy vstupnych protokolov:

© Neurdnova siet, v ktorej je len jeden neurdn pre vstupné slovo
(vstupny neurén postupne Cita bity vstupného slova).

Tu sa pracuje s diskrétnymi alebo analégovymi modelmi NS.

@ Existuje postupnost neurénovych sieti — pre kazd dlzku vstupného
slova existuje jedna neurénova siet s odpovedajicim poctom
vstupnych neurénov.

V oboch pripadoch, stav vystupného neurénu vyjadruje, ¢i vstupné slovo
patri do jazyka alebo nie.
Budeme pracovat s prvym typom vstupu.
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Deterministické konecno — stavové automaty
(DKA) a regularne jazyky

o Abeceda je kone¢nd mnozina symbolov.

@ Retazec nad abecedou X je kone¢na postupnost symbolov z abecedy
>

o Dlzka retazca s, oznacena |s|, je celkovy pocet symbolov v s.

o Prazdny retazec, oznaleny ¢, je retazec bez symbolov, |e| = 0,.

@ Ak s at su dva retazce, tak ich konkatenacia (zretazenie) je retazec st.
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DKA and regularne jazyky

Definition
@ Jazyk v abecede X je mnozina retazcov nad abecedou X.
® Nech st dané dva jazyky L; a Ly. Jazyk L;.Lo, nazvany konkatenacia
jazykov Ly a Lo, je {st|s € Li,t € Lo}.
@ Nech je dany jazyk L.
Definujeme L0 = {e} a L" = L.L" ! pre n > 1.
lteracia L, oznacena L*, je jazyk L* = [J;, L™

e Podobne pozitivna iteracia LT =72, L". ©
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Definition
Deterministicky kone¢no — stavovy automat je 5-tica A = (Q, %, 9, qo, F):
@ Q # (), kone€na mnozina stavov automatu,
@ ¥ je vstupna abeceda (v nasom pripade ¥ = {0, 1}),
@ 0:0Q x X — (@ je prechodova funkcia,
@ qo € Q je pociatocny stav automatu, a
e I C @ je mnozina akceptujicich stavov.

Zovseobecnena prechodova funkcia DKA 6* : Q x ¥* — @ je definovana
takto:

O §"(g.¢) =qpreqgeqQ,
Q 0*(q,wa) =6(6*(q,w),a) preg € Q,w e ¥*,a €X. ©
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s
Priklad

Je dany DKA Al = (Q,%,0,q1,q1). Aky jazyk akceptuje?

o [ = = E 9AC
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Je mozné pouzit neurénovi siet namiesto DKA
(akceptora jazyka)?

Deterministicky koneéno — stavovy automat (DKA) — akceptuje regularne
jazyky.
Ukadzeme, ze
e K DKA vieme skonstruovat neurénovi siet, ktora bude realizovat
¢innost automatu.
@ Nepouzijeme pritom algoritmus na trénovanie vah, ale vidhy a prahy
neurénov vhodne nastavime.

@ Velkost neurénovej siete je linearne zavisla vzhladom na pocet stavov
DKA.
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Konstrukcia neurénovej siete k DKA

Nech je dany DKA A = (Q, %, 4,90, F), % = {0,1}
Architektdra siete:

e Kazdy stav ¢ € ) je reprezentovany 2 neurénmi, oznacme ich (¢,0) a
(¢:1)

@ V neurdnovej sieti vytvorime prepojenia tak, ze v ase t neurén (q, 1)

bude aktivovany vtedy a len vtedy, ked originalny automat A v Case t
je v stave q a dostava vstup i.

o K sieti tychto neurdnov je potrebné pridat jeden vystupny neurén.
Teda celkovy pocet neurénov je 2 xm + 1, ak m = |Q|
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Nastavenie vah

o Pre [ubovolné dva stavy g; a g, plati

wl(g5,9), (qr; 0)] = wl(g5,9), (g, 1)] € {0, 1}

o w((gj,1), (g, 0)] = w[(gj,1), (g, 1)] =1 < ked v DKA A je prechod
zo stavu ¢; do stavu g, cez vstup i.

Pre vstupné vahy plati, w0(q,0) = —1 a w0(q, 1) = +1 pre vSetky q.
Pre vystupné vahy, w((q,),2m + 1] = 7(q,1) (7 je vystupna funkcia).

V3etky tu nezmienené vahy si rovné 0.

Prahy st nastavené: h(q,1) = 2,h(q,0) =1 a prah vystupného
neur'onu h(2m +1) = 1.
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Je zrejmé, ze

@ v Case t = 0 presne jeden z neurénov (q,i),q € Q,i =0, 1, je aktivny
(nastavenie je potrebné riadit podla prvého pismena spracovavaného
slova),

o v [ubovolnom Ease t > 1 v zavislosti od vstupu prave jeden z neurénov
bude aktivny a dynamika siete bude presne taka istd ako u DKA A,

@ akceptovanie prazdneho slova siet riesi o jeden krok neskor.
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Priklad

Al =(Q,%,0,q1,q1) je DKA, ktory akceptuje vietky slova a len tie slova s
parnym poctom nal a parnym poctom jednotiek.
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Neurénova siet simulujica pracu automatu Al

Aktivagna funkcia neurénov je F(z) =1, ak = > 0, inak F(z) = 0.

= [
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Table: Vypocet pre slovo 10101
| Vst | (41,0) | (¢1,1) | (42,0) | (g2,1) [ (g3,0) | (g3,1) | (94,0) | (ga,1) | Vyst |
0 1 0 0 0 0 0 0

Nastavenie stavu neurénu (g1, 0) alebo (g1, 1) podla prvého symbolu slova.
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Neuromaty - akceptory regularnych jazyko;



Neuromaty - akceptory regularnych jazykov Neurénové siete

Table: Vypocet pre slovo 10101
| Vst | (41,0) | (¢1,1) | (g2,0) | (g2,1) [ (g3,0) | (g3,1) | (44,0) | (ga,1) | Vyst |

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

Vystup: akceptovanie slova je oneskorené o jeden krok, lebo siet ma 2
vrstvy.
Akceptuje slovo 1010

o F = = D
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DKA realizovany pomocou neurénovej siete

@ Alon [1] - kazdy m-stavovy deterministicky konecny automat méze byt
realizovany pomocou diskrétnej neurénovej siete s O(m%) neurénmi a
aspon Q((mlog m)%) neurénov je nutnych pre tato konstrukciu.

@ Tieto hranice boli vylepsené: O(m%) neurénov postacuje a neurénova
siet vyzaduje najviac Q(m%) neurénov, ked hodnoty vah s
polynomialne vzhladom na velkost siete.

@ Pripominame vysledok z Hopcrofta a Ullmana:
Jazyk L je regularny < ak je rozpoznany nejakym konecno —
stavovym automatom.
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Definition (Regularne vyrazy:)

Mnozina RE regularnych vyrazov nad abecedou ¥ = {0, 1} je minimalny

jazyk nad abecedou {0,1,0,¢,+,.,%,(,)}, ktory splha nasledujiice
podmienky:

Q 0,6,0,1 e RE
Q if a,5 € RE then (a+ p), (a.f),a* € RE.

v

Mnozina RL = {[a]|a € RE} je mnozina regularnych jazykov [a], ktoré si
vyjadrené reguldrnym vyrazom « nasledovne:

o [0] =0, [e] = {e}, [0] = {0}, [1] = {1},

o ak a, 8 € RE, tak [+ B] =[] U ], [a.f] = [a].[8], [0*] = [o]*
Regularny vyraz o™ zodpovedajici [a]™ je definovany vyrazom
[@*]=[e+aT]. ©
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Neuromaty - neurénové akceptory jazykov

St zname nasledujtce tri vysledky [5]:

@ Lubovolny jazyk L = L(N) rozpoznavany neuromatom N je
regularny.

@ Pre kazdy regularny jazyk L vyjadreny regularnym vyrazom [«
existuje neuromat A velkosti O(|«|), ktory rozpoznava jazyk L.

© Existuji regularne jazyky L,, = [a,],n > 1 také, ze [ubovolny
neuromat N, ktory rozpoznava jazyk L, = L(N\') vyZzaduje aspon
Q(|a,|) neurdnov.

Pre prvy typ vstupu definujeme neuromat - akceptor regularnych jazykov.
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Definition (Neuromat)

Neurénovy akceptor (skratene, neuromat) je 7-ica
N = (V,inp,out, E,w, h, Sinit), kde
@ V je mnozina neurénov obsahujiica aj vstupny inp € V' a vystupny
neurén out € V,
e £ CV x (V —inp) mnoZina orientovanych prepojeni (hran),
o w: FE — Z (Z je mnozina celych cisel) je vahova funkcia (skratene
w((i, ) = wiz),
@ h:V —{inp} — {0,1} je prahova funkcia (skratene h(i) = h;), a

@ Sinit 1 V — {inp} — {0,1} je pociatocné nastavenie siete.
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e Graf (V| E) sa nazyva architektira neuromatu N an=|V | je
velkost neuromatu.

@ Pocet bitov potrebnych na reprezentaciu celého neuromatu (véh a

prahov,...) sa nazyva popisna zlozitost neuromatu. ©

= [ = DA
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Priklad

Gatiin foo

4r¢£.£§ﬂ
= 46gm (),
j GJM

o

[
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Example
o V =/{s,i,0,0,1}
mp =1
out = o
E = (5,0),(0,0),(0,1),(1,0), (i,0), (i, 1)
w(s,0) =1,w(0,0) =1,w(0,1) = 1,w(1,0) = 1,w(3,0) =
~1,w(i,1) =2
(h(0) = —=1,h(1) = =3,h(0) = -1
e sinit = (1,0,0,0)

[m] [l = =
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Pripominame vysledok, ktory chceme potvrdit
o Pre kazdy regularny jazyk L vyjadreny regularnym vyrazom [a]

existuje neuromat N\ velkosti O(|a|), ktory rozpoznava jazyk L
Pre jazyk L = [a], skonStruujeme neuromat

Na - (V7 an, OUta E7 w, ha Sinit)
velkosti O(|al) tak, ze L = L(N,).

o [ = = DA
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Konstrukcia neuromatu

Sima [5].
@ Najprv vytvorime architektaru (V, E') neuromatu N, rekurzivne
vzhladom na Struktiaru regularneho vyrazu a.

@ Na tento Gcel definujeme postupnost grafov
(Vk,Ek), k = O) <y Dy
kde (Vo, Ep) ma jediny vrchol odpovedajici celému vyrazu «, ktory je

rekurzivne rozdeleny na kratsie regularne podvyrazy tak, ze (V),, £,)
ma vrcholy typu 0 or 1 podla vyrazu a.
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QO V= {s,a,0}, Ey ={(s,a),(a,0)}

@ Predpokladajme, ze Vi, Fi,0 < k < p uz bol skonstruovany a 5 € Vj,
je podvyraz v a rozny od 0 a 1.
Teda okrem prazdneho jazyka a prazdneho retazca regularny vyraz (8
moZze predstavovat zjednotenie, konkatenaciu alebo iteraciu
podvyrazov v 3.

© Skonstruujeme novy graf (Vii1, Fxi1)-
Odstranime vrchol 8 a pridame nové vrcholy a dostaneme novy graf.
Jeden z novych vrcholov je mozné oznacit znovu ako S.

Neuromaty - akceptory regularnych jazyko September 30, 2024 25 /37



Neuromaty - akceptory regularnych jazykov Neurénové siete

Substiticie:
° (3 jel: Vi1 = Vi — {B}, Eyy1 = By — {<l‘,ﬂ>, </87y> € Ek}
o Bjee Viy1="Vi — {,3}, Eyt1= (Ek - {<x718>7 <6ay> €
Ep}) U{{z,9)(z, 8), (8,y) € Ex, — {(B,B)}}-
e S matvar B+ Vi1 = Vi U{y}
By = ExU{{z, ), (v, 9) (=, B), (B, ) € Ex}U{(v, M(B, B) € Ey}.
e B ma tvar B.y: Vi = Vi U {~},
Egp1= (Bx — {(B,y) € Ex}) U{(B, M)} V{7, 9)I(B,y) € Ex}.
o 3 matvar BT Vi = Vi, Epq = ER U {(B,8)}.

=] F = = E DA
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Konstrukcia je ukoncena po p = O(|a|) krokoch, ked V], obsahuje len
podvyrazy 0 alebo 1. Definujeme architektiru neuromatu nasledovne:

V =V, U{inp}, E = Ep U{(inp, B)|B € Vp = {s,0}}. (1)
Pre i € V oznaéime d(i) = |{j € V,|(j, i) € E}|, pocet hran do i.

Definujeme vahovi w a prahova funkciu h:
@ i €V jeneurdn typu 1: w;; =1 pre (j,i) € E, a
wmp’i = d(z), hi = d(l) + 1.
@ i €V je neurdn typu 0: w;; = 1 pre (j,i) € E, and
wmp,i = —d(i), hz =1.
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@esceV: hy=1.

@ 0€V: wyj=1for (j,0) € Ep,h,=1.
@ Pociato¢ny stav je definovany

so(i) =0prei eV, —{s} aso(s) =1

Mnozina V obsahuje 3 Specialne neurény inp, s, 0 a dalsie neurény typu 1

alebo 0 — jeden pre kazdy vyskyt 1 alebo 0 v «; teda |V| = O(|a]). ®

o [ = = DA
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Neuromat pre jazyk [(1(0+ 0(1 +0)))*]

o = = = x 9ac
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Vypocet vah a prahov

Pre i € V vypocitame d(i) = |{j € V}|[j,7] € E}|.

Neurdn | typ | d | prah | vahy zo vstupu
A 1 |4 5 4
B 1 1] 2 1
C 0 |1 1 -1
D 0 |1 1 -1
E 0 |1 1 -1

o F = = D
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Neuromat pre RE [(1(0 + 0(1 + 0)))*] s vahami a prahmi

=] F = = E DA
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Neuromat pre RE [(1(0 + 0(1 4 0)))*] — vypocet

Mypocet d
Mypis hodnot d

e 48 41111
Mypis prahov

1185 2111

Vypis vah:
8 e @ e 8 @ @
19 @ 18 8 11
e @ @ e e @ @ @
1 8 4 e 1 e 11
8 e 1 e 8 1 8 @
2 @ -1 18 @ @ @
e 9 -1 e e 180 @
e 8 -1 1 e @ @ @

Praca neuromatu pri rozpoznavani slov

[Stavy neuronov
Krok -2 -1 (] 1 2 3 4 5 Vystup | Sprac. slovo

2] 1 e ) ) 2] 2] 2] ©  MNastavenie
i

] -] 1 1 1 ] ] ] ] 1 |
]

1 ] 1 a a 2] 1 2] 1 1|1
1

2 ] 1 1 1 1 2] 2] e 1 | 18

n = = Dae
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Treti vysledok ukazuje dolné hranice poctu neurdnov, ktoré st v najhorsom
pripade potrebné na rozpoznavanie regularnych jazykov, ktoré si vyjadrené
regularnymi vyrazmi dlzky n.

Z toho vyplyva, Ze vyssie uvedena konstrukcia neuromatu je optimalna.
Dolné hranice by mala preukadzat mnozina jazykov:

i
w

Lp= () (1(e+0)"10+ (1(e+0))" *(1+0))" (2)

i

I
=)

I = [(Ue+0)*], P =il (3)

Je zrejme, ze P,,n > 1 je mnozina prefixov jazyka L;,.

Neuromaty - akceptory regularnych jazyko September 30, 2024 33/37



Neuromaty - akceptory regularnych jazykov Neurénové siete

o Regularny vyraz, ktory definuje jazyk P, ma v skutocnosti dizku
O(n?).
Je mozné skonstruovat regularny jazyk o, linearnej dizky vyjadrujici
ten isty jazyk L.,.
Jazyky II,, a P, s pouzité pri konstrukcii.

@ Z toho vyplyva vysledok nasich Gvah a predpokladov, Ze kazdy
neuromat N rozpoznavajici jazyk L, vyzaduje aspon Q(n) binarnych
neurdnov.
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Diskusia

@ Siegelmann a Sontag [4] dokazali, ze sa daja simulovat v3etky
Turingove stroje rekurentnymi neurénovymi sietami prvého radu, to
znamena siete konecnej velkosti, ktoré maji prepojenia synchrénne
pracujucich neurénov.

e Kazdy neurén aktualizuje svoj stav aplikaciou "sigmoidalnej" funkcie
na linedrne kombinacie predchadzajicich stavov vsetkych neurénov.
Teda je mozné simulovat akykolvek multi-zasobnikovy Turingov stroj v
realnom Case a existuje siet s 886 neurénmi, ktora pocita univerzalne
parcialne rekurzivne funkcie.
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Bonusové tlohy, kazda 1.5 bodu

Je dany regularny vyraz:

[(0(0 4+ 1)70 + 10(1 + 0))*]
O Vytvorte k nemu DKA a potom NS;
@ Vytvorte neuromat.

V oboch pripadoch je potrebné ukazat vypocet v tabulke.

o [ = = DA
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